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深度的边坡参数反分析方法 
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摘  要：利用上限定理与强度折减法，提出了一种新的边坡反分析方法。该方法基于边坡的滑动面形状，不需要位移、应力

等监测数据。分析边坡的临界滑动面位置与强度参数的关系，可以发现，当边坡的几何形状、土体重度以及孔隙水压力分布

确定，则临界滑动面的形状只与土体黏聚力 c 、内摩擦角 的关系式 / tanc  有关，并在此基础上引入边坡的无量纲系数 ,c  。

利用极限分析上限定理与强度折减法，得到了边坡临界滑动面方程，提出了其深度的计算公式，建立了边坡 ,c  值与滑动面

深度的关系。通过已有边坡的反分析实例，验证了方法的正确性和有效性。 
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Slope back analysis based on slip surface depth  
under Mohr-Coulomb criterion 
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Abstract: Applying upper bound theorem and strength reduction method, a new approach for slope back analysis is proposed. This 
method is based on the location of slip surface, not the displacement and stress. The relationship between the location of critical slip 
surface and strength parameter is analyzed. When the geometry, unit weight, pore pressure of a homogeneous soil slope are given, 
and cohesion the critical slip surface was only related to expression / tanc   with cohesion c and friction angle . Thus, the slope 
strength parameter can be back analyzed through slip surface depth and the dimensionless parameter ,c   is introduced on that basis. 
The formulation of slope slip surface is obtained by upper bound theorem of limit analysis and strength reduction method. Calculation 
formula for critical slip surface is presented and the relationship between the slip surface depth at a certain position and the magnitude 
of ,c   is built. The existing slope engineering example is tested, and the effectiveness of this method is showed. 
Key words: slope engineering; back analysis; upper bound theorem; slip surface depth 
 

1  引  言 

岩土工程稳定性分析方法，如极限平衡法、数

值分析法等，自诞生以来已得到很大的发展，并成

为岩土工程设计与施工的重要工具。对岩土体进行

稳定性分析时，获取准确的强度参数是必要条件。

实践中常常利用土工试验获取黏聚力 c、内摩擦角

 等强度参数。对于大多数岩土体，该方法技术成

熟、结果可靠，已经被工程界广泛采用。而对于一

些特殊土体，如碎石土等，通过常规土工试验确定

其参数的难度较大。此外，若土体强度参数的空间

变异性较大，易造成试验结果离散，难以得到准确

的计算参数。在这些情况下，参数反演作为一种获

取强度参数的有效手段，得到了广泛的应用[1－3]。

反分析方法可以大致分为两类：逆推法和优化法。

前者建立严格的系统方程，由岩土体的位移逆推力

学参数与荷载情况，其结果基于严格的物理几何方

程，推导过程严谨。但该方法所需假设较多且只能
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适用于较简单的情况[4]。优化法需要建立目标函数，

然后利用优化算法进行求解。此方法中系统方程只

作为约束条件而不需要逆推过程，在实践中被广泛

采用[5]。例如，Yazdani 等[6]利用连续和非连续的数

值模型计算的岩体位移，对 Siah Bisheh 电站附近岩

体参数、应变率以及节理参数进行反演。Feng 等[7]

利用混合智能算法，建立了一种新的位移反分析方

法，对岩体参数进行反演。Ghorbanig 等[8]在位移反

分析的基础上，对边坡的长期稳定性进行了评价。 
进行边坡反分析时，往往需要利用边坡土体的

实测数据（位移、应变或者应力）求得其强度参数。

然而这些实测数据往往需要借助各种监测手段以及

较长的时间和较多的资金、仪器支持，而且在一些

已经发生破坏的滑坡中，现场数据难以测得，在缺

少这类数据的情况下，对边坡进行反分析的难度较

大。 
本文将极限分析上限定理与反分析相结合，利

用临界滑动面的深度，对 Mohr-Coulomb 准则下边

坡的强度参数 c 、 进行反演。反演过程中不需要

对边坡进行位移或者应力监测，为边坡的参数反演

提供了新的思路。 

2  强度参数与滑动面的关系 

边坡的安全系数 F 是土体的实际抗剪强度与极

限抗剪强度的比值。在 Mohr-Coulomb 准则中，土

体的强度参数由两个参数决定：黏聚力 c 与内摩擦

角 。因此，F 可表示为 
tan
tan

cF
c




 
 

            （1） 

式中：c 与 为土体实际抗剪强度； c与 为边坡

极限抗剪强度，且 /c c F  ， arctan(tan / )F   。

使用强度折减法对边坡进行稳定性分析时，其过程

实际上是寻找极限抗剪强度 c、 。 
当均匀边坡的几何形状、土体重度以及孔隙水

压力分布确定时，最危险滑动面的位置只与 / tanc 
的值有关。为了说明该问题，假设某一简单均质边

坡 A 的抗剪强度为 0c 、 0 。当利用强度折减法对其

进行求解时，其极限抗剪强度为 0c、 0 ，其表达式

分别为 

0 0 0/c c F                （2） 

0 0 0arctan(tan / )F            （3） 

式中： 0F 为边坡 A 的安全系数。 
此时边坡处于极限平衡状态，求得的边坡临界

滑动面即为最危险滑动面。 

若另一简单均质边坡 B，其几何形状，土体重

度以及孔隙水压力与 A 完全相同，其土体抗剪强度

参数 1c 、 1 为 

1 0c c                （4） 

1 0tan tan               （5） 

由式（4）、（5）可知： 

0 1

0 1tan tan
c c
 

            （6） 

故利用强度折减法时，边坡 B 的强度参数折减

后 1c、 1 为 

1 1 1 0 1/ /c c F c F             （7） 

1 1 1 0 1arctan(tan / ) arctan( tan / )F F        （8） 

式中： 1F 为边坡 B 的安全系数。 

观察式（6）～（8），若安全系数 1 0F F ，则

有 

1 0 1 0,c c                      （9） 

此时，边坡 B 也处于极限平衡状态。 
上述分析过程如表 1 所示。 

 
表 1  边坡滑动面分析表 

Table 1  Analysis for slope slip surface 

边坡 黏聚力 内摩擦角 
折减系数 

（安全系数） 
折减后 
黏聚力 

折减后 
内摩擦角 

A 0c  0  0F  0c  0  

B 1 0c c  1 0tan tan    1 0F F  1 0c c   1 0    

 
A、B 两个边坡经过强度折减后，其强度参数、

几何形状、单位重度与孔隙水压力分布相同，因此，

计算所得的边坡潜在滑动面位置也完全相同。只是

当边坡的强度参数由 0c 、 0tan 变为 1c 、 1tan 后，

其安全系数也由 0F 变为 1 0F F 。 
由此可得到如下结论：若任意两个均质边坡的

其他条件（几何形状、土体重度与孔隙水压力分布）

完全相同，强度参数的比值 / tanc  相等时，尽管其

安全系数不同，但潜在滑动面的位置与形状完全相

等。 
对于某一边坡，若其滑动面的位置已知，则其

/ tanc  的值也能确定下来，故通过边坡的滑动面位

置对 / tanc  进行反演成为可能。为了方便起见，定

义无量纲常数 ,c  为 

, tanc
c

H
 

            （10） 

式中： 为边坡重度；H 为边坡高度。 
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图 1示出了利用Bishop法求得的不同强度参数

下的边坡临界滑动面。相同 ,c  值（尽管 c 、tan 值

不相同）的边坡具有相同的滑动面，而当 ,c  增加

时，边坡的滑动面深度增加（见图 1）。 
 

 
图 1  简单边坡中不同 ,c 下临界滑动面 

Fig.1  Critical slip surface with different ,c  
in simple slope 

3  潜在滑动面的确定 

利用强度折减法与极限分析上限定理，可以求

取边坡的安全系数[9－11]。对于固定高度的边坡，在

确定其安全系数 sF 的基础上，对原有强度参数进行

折减，其速度间断面即为边坡的潜在滑动面。下面

以通过坡趾的对数螺旋线间断机构为例[12－14]，通过

能量耗散计算，说明求取边坡潜在滑动面的方法。 
图 2 表示一个旋转间断机构，假设其破坏面通

过坡趾。三角形区域 ABC 绕旋转中心 O 相对对数

螺旋线 BC 以下的静止材料作刚体旋转，因此，BC
是一速度间断面。 

 

 
图 2  均质边坡的破坏机构 

Fig.2  Failure mechanism of homogeneous slope 
 

边坡的临界高度为 

cr h 0( , )cH f  


            （11） 

h 0( , )f   定义为 

 h 0
h 0

1 2 3 0

exp [2( ) tan ] 1
( , )

2 tan ( )
Hf

f f f r
  

 

   

     
  （12） 





1 0 h h h2

h 0 0 0

1( , ) (3tan cos sin )
3(1 9 tan )

exp[3( ) tan ] (3tan cos sin )

f     


     

  


  
 

（13） 

2 0 h 0 0
0 0

1( , ) 2cos cos sin( )
6

L Lf
r r

     
 

   
 

（14） 

3 0 h h 0 h 0

h 0
0 0

h h 0

1( , ) exp[( ) tan ][sin( )
6

sin( )]{cos cos

cos exp[( ) tan ]}

f

L L
r r

      

   

   

   

  

 （15）

 

h h 0
0

0

sin {sin( ) exp[( ) tan ]
sin( )
sin( )}

H
r

     
 
 

   



 

（16） 

h 0 h

0 h h

h 0 h 0

sin( ) sin( )
sin( ) sin( )sin( )
{exp[( ) tan ]sin( ) sin( )}

L
r

   
     
      

 
  

  
   

 

（17） 
 、 0 、 h 、 0r 、L、 、  等参数如图 2 所

示。在极限分析方法中，当计算所得边坡的临界自

稳高度 crH 等于边坡自身高度 H 时，边坡处于极限

平衡状态。将强度折减系数F 表达式代入式（11），
令 crH  H，得 

 h 0

1 2 3 0

exp [2( ) tan ] 1
2 tan ( ( ) ( ) ( ))

c HF
H f f f r

  
    

   
       

 （18） 

当 F 取极值时，得到边坡安全系数 sF 的一个上

限解答。其问题转化为数学规划问题： 

0 h

h 0 h

cr
0 0

min   ( , )

0 ,  ,
s.t

,  0,  0 

F F

H LH H
r r

 

  

 

           

 

    （19） 

通过迭代优化求得角度参数 0 、 h 后，便可确

定边坡极限状态下的失稳破坏面，即临界滑动面，

并可进一步求得已知位置的滑动面深度，其具体过

程如下： 

1 2 3 4 5

0 
0

4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 

2 
4 
6
8
0
2 
4 
6

H0 =10 m 

1—c, = 0.01, c = 1.06 kPa,  = 31° 
2—c, = 0.06, c = 4.63 kPa,  = 24° 
3—c, = 0.20, c = 9.96 kPa,  = 16° 
4—c, = 0.50, c = 15.2 kPa,  = 9.8° 
5—c, = 1.00, c = 19.2 kPa,  = 6.2° 

x / m 

y 
/ m

 

A 
B 

L 

θ0 

θ 
θh r0 

r(θ) 

rh 

O 

H
 对数螺旋线破坏面 

刚体 

刚体 

 

 

C 

v(θ) 

旋转中心 
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对数螺旋线方程为 

0 0exp[( ) tan ]r r             （20） 

将式（20）写成笛卡尔坐标形式，其坐标轴零

点位于坡趾： 

2 2
0 0

0
0 0 0

0

2 2
0 0

0
0 0 0

0

( ) ( )

exp arctan tan    ( )

( ) ( )

exp arctan tan   ( )  
2

y y x x

y yr x x
x x

y y x x

y yr x x
x x

 

 

   

  

         


    


   
         

 

（21） 
式中： 0x 、 0y 为对数螺旋线的原点，由下式确定： 

0 0 0

0 0 0                    

cos
tan

sin

Hx L r

y H r






   

  

      （22） 

 

 
图 3 不同位置的潜在滑动面深度 

Fig.3  Depths of potential slip surface  
in different locations 

 
将式（22）代入式（21），解此隐函数即可求

出不同位置处的滑动面高度 y，则滑动面深度 h 可

表示为 

tan ,
tan

( )
tan tan

tan , 0
tan

HH x y

H Hh x x L

Hx y x




 




  
    
 

  



 


≤

≤

     （23） 

由此建立了计算边坡滑动面深度的计算方法。

从图 4 可以看出，尽管边坡坡率及高度不同，随着

,c  由 0.1 增大至 1.0，边坡各点的临界滑动面深度

均逐渐增大。通过测量不同位置的滑动面深度，可

以对 ,c  值进行计算，进而对强度参数进行反演。 
 

 
      (a) 310 m,  45 ,  20 ,  20 kN/mH      ° °  

 

 
       (b) 310 m,  30 ,  20 ,  20 kN/mH      ° °  

 

 
       (c) 320 m,  45 ,  20 ,  20 kN/mH      ° °  

 

 
       (d) 320 m,  30 ,  20 ,  20 kN/mH      ° °  

图 4  潜在滑动面深度随强度参数变化 
Fig.4  Potential slip surface depths verifying with 
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 strength parameters 
对于 Mohr-coulomb 破坏准则，需要反演的参

数有两个。求得 ,c  后只能得到 / tanc  的关系曲

线，此时可采取以下两种方法。 
（1）假定两个待反演参数中的一个，根据 ,c   

值计算出另一个。可选取对边坡安全系数影响较小，

或者可根据工程经验确定大致范围的参数值进行假

定，如图 5(a)所示。 
（2）假定在边坡破坏面的安全系数 sF  1，计

算若干组 sF  1 时的 c、 值，绘制另一条 c  关

系曲线。两条 c  曲线交点即为参数反演的结果，

如图 5(b)所示。 
 

 
      (a) 方法 1 

 

 
      (b) 方法 2 

图 5  边坡反演基本方法 
Fig.5  Basic back analysis methods for slope 

4  工程计算 

为了验证本文方法的有效性，以 Northolt 滑坡

为例进行分析。该边坡形状符合本文中简单边坡形

式，部分滑动面位置已经得知，且其土体黏聚力与

内摩擦角的数值已经过精确的室内试验和反分析计

算。该滑坡的一个主要断面如图 6 所示，土体为典

型的棕/蓝伦敦黏土，其土体的代表性参数如下：重

度为 18.8 kN/m3，含水率为 31%，液限为 82%，塑

限为 32%。该边坡于 1933 年开挖，16 年后发生破

坏。根据 1966 年 Skempton[15]对该边坡的分析，在

认为该断面的安全系数为 1 的基础上，其黏聚力为

c  6.7 kPa，  18°。 
为避免孔隙水压力的影响，测点位置选择在水

位线之上。当测点横坐标 x  8.4 m 时，其测点深度

为 h  2.21 m。计算得到其 ,c  值为 0.115 4，而由

Skempton 的反演结果得出的 ,c   0.124 6。为进一

步反演出 c 、 结果，利用上限定理绘出 sF  1 时

的 c  曲线，并取其与 ,c  =0.1154 曲线交点，则

利用本文方法得出的结果为： c  6.65 kPa，   
19.2°，与 Skempton 的计算结果相近。 

 

 
图 6  Northolt 滑坡反分析 

Fig.6  Back analysis for Northolt landslide 

5  结  论 

（1）通过理论分析和计算实例证明，在 Mohr- 
Coulomb 准则下，当边坡的几何形状、土体重度、

孔隙水压力分布确定时，强度参数的 / tanc  值将决

定边坡临界滑动面位置与形状，并建立了无量纲常

数 ,c  描述滑动面位置。 
（2）利用极限分析上限定理与强度折减法，得

到对数螺旋破坏机构下的边坡临界滑动面的方程，

并求出了各位置的临界滑动面深度。计算结果表明，

随着 ,c  的增大，边坡的临界滑动面位置逐渐加深。 
（3）提出了一种新的边坡参数反演方法。该方

法不需要边坡的位移与应力监测数据，仅利用边坡

滑动面深度，即可对 Mohr-Coulomb 准则下的边坡

参数进行反演。利用该方法计算了 Northolt 滑坡的

土体 ,c  值，并得到了其黏聚力与内摩擦角，其结

果与已有研究符合较好。 
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